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Streszczenie. W pracy rozigask problem wyznaczania spektrum retardacji liniowytdite-
riatdw lepkospezystych na podstawie dyskretnych zakléconych pomiacaasowych przebiegéw
funkcji petzania (retardacji), zgromadzonych w demowym técie petzania. Zaproponowano metod
aproksymacji cigtego spektrum eatotliwosci retardacji skaczom suny ortonormalnych funkcji
Legendre’a. Problem wyznaczania spektrum retargiasijzle uwarunkowanym problemem odwrot-
nym. Do stabilizacji jego rozwzania zastosowano techaikegularyzacji Tichonowa ze wspéiczyn-
nikim regularyzacji dobranym uogoélnigmmetod, sprawdzania krzpwego GCV). Pokazanoze
doktadn@¢ aproksymacji spektrum retardacji zalezarowno od zakiége w pomiarach funkcji
petzania oraz warfei wspoétczynnika regularyzaciji, jak i odpowiedniegdboru parametréw i liczby
funkcji bazowych. Zalczono wyniki eksperymentu numerycznynego.

Stowa kluczowe: lepkosgtystas¢, spektrum retardacji, algorytm identyfikacji, réagyzacja,
funkcje Legendre’a

WSTEP

Spektrum retardaciji, lub rownowr@e spektrum relaksacji, fundamentalne dla
modeli konstytutywnych @odkow liniowo lepkospgzystych, niesie pekninfor-
macg o wiaciwosciach mechanicznych tych materiatow. Spektra relgksretar-
dacji @ uzytecznym nargdziem badania materiatdw lepkosprstych, poniewa
na ich podstawie mma wyznacz§ dowolne inne liniowe charakterystyki opisce
materiaty w dziedzinie czasu a takw dziedzinie ogtotliwosci, w szczegolnéi
te charakterystyki, ktoreasvykorzystywane wspoétczrie w obliczeniach iynier-
skich, wymagajcych jak FEM i BEM szczegdtowej wiedzy o zjawiskastyna-
micznych zachodcych w materiatach [11,14].
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Zaréwno spektrum retardacji jak i spektrum relaksacjismie/prost dosipne
pomiarowo, musg wiec by¢ wyznaczane w oparciu 0 pomiarowo @pste
charakterystyki materiatdw. \Wksza¢ znanych w literaturze metod wyznaczania
spektrum relaksacji lub retardacji, opracowanych gtéwnie dla pofim, bazuje
na danych zgromadzonych w wyniku testu, w ktéorym materiat poddayeanhy
odksztatlceniom oscylacyjnym o matej amplitudzie w dostateczryniaakresie
czestotliwosci [4,12,14-15]. Tylko kilka metod, przeznaczonych gtownie do
wyznaczania spektrum relaksacji materiatéw biologicznych, tgglarjest o po-
miary przeprowadzane w dziedzinie czasu [5,8,16,18-20,21]. Metody Ter Haara
[21] i Fujihary i in. [5] nie gwarantygjwyznaczenia spektrum relaksacji z zada-
walajaca doktadndcia, przede wszystkich jednak nie uwadhiaja ztego uwarun-
kowania zadania identyfikacji spektrum, co prakhjez uniemaliwia ich
zastosowanie w przypadku zaktbconych danych pomiarawiichracach [18-20]
przedstawiono algorytmy identyfikacji spektrum @gas czstotliwosci relaksacii,

w ktérych dla zagwarantowania dobrego uwarunkowania zadania zastosowan
rozne techniki stabilizacji. W literaturze brak jeshtomiast algorytméw iden-
tyfikacji spektrum retardacji na podstawie danygromadzonych w dziedzinie
czasu w t&cie petzania, ktory jest dla materiatdbw pochodzenitinnego podsta-
wowym zrédiem informaciji o ich wiciwosciach mechanicznych [2,17].

W tej pracy zaprezentowano metodyznaczania spektrum gztotliwosci
retardacji na podstawie dyskretnych pomiaréw funkcji petzagiamadzonych
w standardowym teie petzania, bazaga na sprowadzeniu gitego zagadnienia
identyfikacji spektrum retardacji do liniowo-kwativevego problemu dyskretnego
za pomog rozwiniecia spektrum wzglddem ortonormalnej bazy w przestrzeni
funkcyjnej. Jest to podajie stosowane zaréwno w teorii aproksymaciji, jak4a-
daniach identyfikacji obiektéw dynamicznych z czaseqgtgm [1].

MATERIAL | METODY
Spektrum retardacji

W zakresie niewielkich deformacji zviek midzy odksztatcenienz(t) a nape-
zeniem o(t) w materiale lepkospiystym opisuje catkowe réwnanie konstytutywne
oparte o zasadsuperpozycji Boltzmanna [3,14]

t
gt)= [It-7)o(r)dr

gdzie J(t) jest funkcj petzania (retardacji). Dla lepkogpystych materiatow po-

chodzenia rdinnego, takich jak wysoko uwodnione warzywa i owoce, funkcja

petzaniaJ(t) jest dana modelem Kelvina [2,17]
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J(t) = J0+ZL(V)(1—e‘“’)dV (1)

gdzie Jy to podatné natychmiastowa, natomiast funkdigv) oznacza spektrum
czestotliwosci retardacii, ktGre charakteryzuje frakelementéw modelu (1) o €sto-
tliwosciach retardacji zawiergych sé pomidzy v av +dv [3,14].

Identyfikacja [1] spektrum retardacli(v) sprowadza sido numerycznego
problemu wyznaczenia rozggania catkowego réwnania Fredholma 1-go rodzaju
(1) na podstawie dyskretnych danych pomiarowych. Praktyczna tudnigen-
tyfikacji spektrum retardacji ma6dto w problemie matematycznym, bowiem jak
wiadomo zadanie to jestie postawionym problemem odwrotnym [14,15,22]
i jego rozwhzanie wymaga stosowania specjalnych metod. W tej pracy zapropo-
nowano metod identyfikacji spektrum retardacji, w ktorej spektrum reéaji
L(v) przybliza sk kombinacj liniowa ortonormalnych funkcji Legendre'a.

Podstawy matematyczne algorytmu

Bedziemy zaktadd ze funkcja L(v) O L,(0,%). Funkcje Legendre’a dane
wzorem [10]

P (V) = V2a(2k +1) 77" F1<tl— 2e_2‘”’), k=01,..., (2)

gdzie R (x) sa wielomianami Legendre’a zdefiniowanymizriczkowym wzorem
Rodriguesa [10]

1 gk 2 K
X)=——Ix-1), k=01,...,,
A 2kk!dxk( )

tworza zupetny ortonormalny uktad bazowy w przestrzegi[0,,0) funkcji
catkowalnych z kwadratem w przedzige) .

Spektrum retardacjiL(v) bedziemy przyblka¢ za pomoa kombinacii
liniowej K pierwszych elementéwagu funkcyjnego| p, (v)} postaci

K-1
Lk(V)= X ok pc(V) (3
k=0

Oznacza to przybienie funkcji petzanial(t) funkcja

K-1
Jk(t)=3Jo+ X gk k()
k=0 (4)
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gdzie
¢k(t)=}; (V) -t dv (5).

Podstawowe znaczenie dla konstrukcji algorytmu identyfikapgkgsum
retardacji ma nasgpujace twierdzenie, ktére precyzuje pdsfankcji bazowych
o, (t) (5). Dowod twierdzenia podano w Dodatku.

Twierdzenie. Niech k=20, a >0 i t =0 . Dla funkcji bazowych Legendre’'a
p(v) funkcje ¢ (t) (5) dane gwzorem

k-1
N M [(2i +1)a -t]
) = ———|1-a(ek+ni0 | k=o01., (6
k Ja(2k+1) |E| [(2i +Da +1]
i=0
lub, rdwnowana, prost formuly rekurencyji
_ V2k +3 [(2k +)a -]
Br+a(t) =P (t) V2K +1 [(2k + 3)ar +1] -
42 t(k+1) _
' Ja(2k +3) (2k +1)[(2k +3)a +t] k=0L...,
zaczynajc od
W2t
¢0(t) = m (8)

o

N

|
[
I
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t
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Rys. 1.Funkcje bazowgp, () (6) dlak =0+3, parametra = 0,03 ia = 0,3
Fig. 1. The basis functiong, (t) (6) for k =0+ 3, parameten = 0.03 andx = 0.3
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Funkcje¢k(t) (7) to funkcje wymierne zmiennej rzeczywistet 0. Przebieg
kilku pierwszych funkcji @, (t) dla dwu ré@nych parametréwr przedstawiono
na rysunku 1.

Problem przybliania spektrum retardacji(v) kombinacy liniowa funkgcji
Legendre’aly (v) zostat wic sprowadzony do problemu aproksymacii funkcji
petzanial(t) skaiczom sumy Ji (t) (4) funkcji wymiernychg, (t) (6).

Problem identyfikacji

Zatzmy, ze przeprowadzono skozony eksperyment dyskretny, ktérego
rezultatem jest zbior pomiaréw funkcji petzanddt;) = J(t;) + z(t;) w chwilach
czasut; =0, i =1,...,N, gdzie z(t;) jest addytywnym kidem pomiarowym.
Jako mia¢ doktadndci modelu (4) bdziemy przyjmowa klasyczny kwadratowy
wskaznik jakaosci, ktory definiupc macierz i wektor

doltr) () ... Skl 1 N\)
Wk =| S S I ()
doltn) #altn) - draltn) L JI(tn)
mozna zapis&w postaci
N = 2 _ v 2
QN(QK):_Zl [3(6) - 3 )] = [In—%n k 9| (10)
i=
gdziege =[gy ... gx— Jo|! jest (K +1) elementowym wektorem niezna-

nych wspotczynnikow w modelu (4), &d| 0 oznacza norgm euklidesow
w przestrzeniRN (dalej talke w przestrzeniaclR™ oraz RK+1).

Problem identyfikacji spektrum retardacji w klasie funkicji (v) postaci (3)
sprowadza si wigc do rozwizania, wzgtdem gy , klasycznego liniowego
problemu najmniejszej sumy kwadratow

min ”‘-TN_"UN,K gK||2 (11)

Ok DRK+1

Problem identyfikacji eigtego spektrum retardacji zostatewisprowadzony
do dyskretnego problemu najmniejszych kwadratéw (11). Jak wiadon® 30,1
22] zadanie to jestle postawione w sensie Hadamarda [22] i nawet bardzo mate
btedy w pomiarach magspowodowa znaczne fluktuacje rozezania. Tradycyj-
nie stosowanym remedium jest ograniczenie zbioru rgavi dopuszczalnych
lub odpowiednia regularyzacja problemu [22]. W tej pracy stosyj®bie
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techniki rownoczénie. Funkcg L(v) przyblizono kombinagj liniowa funkcji
Legendre’a (3), dla zapewnienia dobrego postawienia imdastosujemy techrik
regularyzacji Tichonowa [22], polegaj na stabilizacji rozwizania zadania (11)
poprzez minimalizagjzmodyfikowanego wskaika jakaci

min 9N~k 9K||2 +A ] gk ||2 (12)
gk OR

gdzie A >0 jest parametrem regularyzacji. Zadanie (12) jest dobrze uwarunk
wane i posiada jednoznaczne rogz@inie:

-1 _
ok = (‘/’N,KT Wk +4 |K+1,K+1) "UN,KT IN (13)

gdzie | x oznaczaK x K wymiarowg maciera jednostkovq. Wektor g/‘K (13)
jest chgta funkcja zarowno macierzy¥y g jak i wektoraJy .

Wzo6r (13) ma znaczenie gtéwnie teoretyczne, do konstrukcji numresgo
algorytmu wyznaczania macierzy odwrotnej w (13) zagamy technik dekom-
pozycji macierzy wzgldem wartdci szczeg6linych VD) [9]. Zastosowanie tej
techniki uprdci takze rozwhzanie zadania doboru wspoétczynnika regularyzacji.

Podstawy algebraiczne algorytmu
Niech rozktadSVD macierzy ¥\ x przyjmuje posta[9]
Wk =UzVT (14)

gdzie macierzZ2 RNK+1 jest maciergz utworzorm z niezerowych wartei

szczegolnychoy,...,0, macierzy ¥ g [9]
Z =diag(oy,...,0;,0,...0)

r=rzqd(Wy ), z&s V ORCHK* y ORMN ¢ macierzami ortonormalnymi,
Na podstawie wzoru (14), wykorzysigjortonormalné macierzyV , mamy

("UN,KT Nk A |K+1,K+1)= 6/ STsvT+) |K+1,K+1)

:V(ZTZ”' | K+1,K+1)VT

a std ,wykorzystugc ponownie ortonormalé macierzyV , otrzymujemy

(15)

-1 -1
W kT W+ A L) =V(ETE 42 Laagaa) VT =V AVT (16)
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gdzie A jest (K +1)x (K +1) wymiarowy macierz diagonala postaci

A = diagl)/(02 +1),... 1/ [62+2) YA ... ¥A) (17)

Ostatecznie wic na podstawie wzoréw (13) oraz (15)-(17) pararrgﬁr dany
jest formuh

gé =V/|VT ‘»UN’KT ‘J_N (18)

Dobér parametru regularyzacji

Skuteczné¢ stosowania techniki regularyzacji Tichonowa zaled metody
doboru parametru regularyzacji. Dobor wspotczynmiégularyzacii jest sztuk
wymagajica zarOwno intuicji, dobrych heurystyk, jak i¢sto wiedzy aprio-
rycznej o zaktoceniach. Generalnie parameétrdobiera si tak, aby uzyskane
rozwiagzanie g/‘K bylo maldiwie bliskie rozwazaniu, jakie uzyskalibymy dla
pomiaréw bezszumowych. #6d wielu metod zaproponowanych dla doboru
parametru regularyzacid najczsciej wymienia si: zasag nie zrownowaenia
Morozowa, technik L-krzywej, kryterium quasi-optymalsoi oraz uogoélnioa
metod sprawdzania krzzowego (Generalized Cross Validation-GCV). Dwie
pierwsze metody wymagagnajomdci wariancji zaklocé obcihzajacych pomiary,
w pozostatych nie jest to konieczne. W pracy [18ftasowano prastreguk
doboru wspétczynnika regularyzaciji, ktéra uvertyliajac wprost warté¢ wskaz-
nika jakaci identyfikacji, gwarantuje zalmna doktadné¢ modelu, podczas gdy
w [19] parametr] dobiera si tak, aby zagwarantowa gory zataom wartasé
normy z g -

W tej pracy zastosujemy techailGCV, o jej wyborze decyduje zaréwno
prosta idea, elegancja matematyczna oraz tatwy pleimentacji algorytm jak
| to, ze dla zastosowani&CV nie jest niezkdna zadna wiedza aprioryczna o
zaktoceniach w pomiarze funkcji petzania. Schemabodu wspotczynnika
regularyzacji metod sprawdzania krzzpwego (CV) zostat zaproponowany
w [23], a nastpnie uogolniony w [7] i [13]. Ide&V jest nasipujaca: dla danego
parametru regularyzacfi dzielimy zbiér danych na dwa podzbiory, jedenchni
jest wykorzystywany do wyznaczenia rozgania zregularyzowanego, drugi
podzbior za wykorzystywany jest do ocenyddlu aproksymacji. Parameti
dobiera s} tak, aby minimalizowat on sumbledéw dla danych z drugiego
podzbioru dla wszystkich mbwych podziatow. W uogdlnionej zasadzie spraw-
dzania krzyowego, zachowdg idez CV, dane poddaje sipewnemu przeksztat-
ceniu unitarnemu bazigemu na macierzy Fouriera [7,13], co ozna¢eaiGCV
jest wersy CV inwariantry ze wzgédu na obrot danych o wielokrotéw kata
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27/N . W pracach [7,13] pokazanie dla uktadéw liniowych parametr regulary-
zacji zgodnie z zasad>CV dobiera si jako globalne minimum

Agev = arg minVgey (4) (19)
A>0
tzw. funkcji GCV danej wzorem

Voey (4) = [r(A)?/ racdm (A))?

gdzie M (1) jest macierz postaci

T -1 T
M(A) =1 N,N—‘»”N,K(‘/’N,K Pk +A |K+1,K+1) N K

natomiast r(A) = M(1)Jy = In—%\ k o jest wektorem residualnym dla
rozwiazania zregularyzowanego (13).

Wykorzystugc rozktad SvD maC|erzy Wk (14), oraz wzory (16)-(18)
i definiujac N wymiarowy wektorY = u' Jn,» Wysepujaca w liczniku funkgii
Veev (A1) norng z wektora residualnego(A) mazna tatwo obliczy jako funkci
wartaici szczegolnyctoy,...,0, oraz sktadowych wektor# postaci:

r 2
Ir(A)* = AL Sy
i—1(ai2 +/1) i=r+l

Rowniez slad wystpujacy w mianowniku funkcjiVgey (1) dany jest prostym
wzorem

;
tracgdM (1)) = N - Z =N-r+Y—
_10, /1 i=10{ + A

a shd funkcjaGCV dana jest dogodnym wzorem analitycznym

r2y2 2
Vocv(A)=| X5+ Z ¥ { T+ Y } (20)
|-1(02 +/]) =r+l _1a| +A

W pracy [7] pokazano, dla przypadku probabilishego, ze funkcja
EVgev (4) posiada w przedzialgo,) przynajmniej jedno minimum lokalne
An= 0. Generalnie jednak problem istnienia rozzeinia zadania optymalizacji
(19) nie zostat rozstrzygety ani w pracach tworcéw metody i ich wspotpra-
cownikow [8,13], ani w licznych pracach gwaeconych zastosowaniom zasady
GCV. Oczywistym warunkiem koniecznym na to aby funkéja, (1) posiadata
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minimum wia&ciwe w przedziale[o,oo) jest istnieniel<i<r, takiego ze

y; #0, w przeciwnym bowiem przypadkugcy (4) (20) jest funkei monoto-

nicznie malejca dla A0[0,0). Poniej wykazano, 4 dla rozpatrywanego
zadania identyfikacji spektrum retardacji warunexk jest spetniony.

Wiasnosé 1. Niech K =21, N=1i a >0 . Wéwczas istniejd <i < r , takieze
yi 20.

Dowod przeprowadzimy nie wprost. Zaidy, ze y; =0 dlai =1,...,r . Niech
Y. _ Ti_
[1}:Y:UTJN= I (21)
Y2 U2
: r N-r N,r N,N-r :
gdzie Y;OR", Y,OR , UyOR™, a U,OR bedzie rozktadem
blokowym iloczynuY =UT Jy . Réwnie: rozktad SVD (14) macierzy N K
mozna przedstawiw postaci blokowej

Z]_]_ 0 VT
Wy =UsVvT =[u; U 1 22
N K [Us 2][ 0 O} {VzT} (22)

gdzie macierzs;, = diag(oy,...,0, ), z& V; ORI av, gRK KA
Wyznaczymy iloczyn

W= Jy=vZTUJy=vzTy
Na podstawie (22) i (21) wykorzystaj zatoenie Y, = O, , gdzie O, oznacza
r wymiarowy wektor zerowy, otrzymujemy
T Ty
W =%k In=V1Z11Uy IN =V1211Y1 =0k (23)

Rownoczeénie uwzgkdniajc definicje macierzy¥y x (9) i wektora In (9),
fatwo sprawdzi, ze Wy 43 = YN, J(t), a poniewa J(tj)>0 dlai=1...,N,

rowniez Wy 41 > 0, co jest sprzeczne z (23) idazy dowdd. O
tatwo zauway¢, iz dowod tej whasnéci wykorzystuje zardwno strukterr
macierzy ¥ g 0 jednostkowych elementach ostatniej kolumny, ktéra wynika ze
struktury modelu Kelvina (1), jak i specyfikprocesu pefzania, w ktérym
J(t;) > 0. Prosty wystarczagy waruneka posteriori istnienia rozwizania

zadania (19) podaje kolejna wtasto



804 A. STANKIEWICZ

Wiasnosé 2. NiechK 21, N21, a>0 i r =rzgd(Wyk )< N . J&li

S IN-1P2| 3 v NP (24)
e ] £ ]

i=r+1

to istnieje rozwizanie zadania (19) doboru wspotczynnika regularyzacji metod
GCV.

Dow6d: FunkcjaVgey (4) jest réniczkowalna dla dowolnegol = 0, na
podstawie wzoru (20) tatwo wyznadzyformuk analityczm dla pochodnej
dVgey (4)/dA, i sprawdz, ze w szczegdlnii

av, 0 N r

o 3 T 8] fu- P
dA i=r+1  JLi=1

czyli dVgey (0)/dA < 0. Jeli spetniona jest nieréwrié (24), to

A”m Vaev (4 [ZY. }/[N]2 { PIRY }/[N ~r1]? =Vgev (0)

- i=r+1
a to wraz z cigtoscia funkcji Vgey (A1) implikuje istnienie jej minimum wiei-
wego Agcy W przedzialel0,0).
FunkcjaVgey (4) jest réniczkowalna dla kadego A, do rozwazania zada-

nia minimalizacji (19) ména wic zastosowa dowolrs gradientow technile
optymalizacji.

WYNIKI I DYSKUSJA

Analiza

Zastpienie wygciowego zadania najmniejszych kwadratow (11) zmodyfiko-
wanym problemem optymalizacji (12) ##o ograniczeniu fluktuacji rozwra-
nia gﬁ . Ocer skutecznéci tego podsjcia umaliwia nastpujace oszacowanie
wynikajace wprost z Wiasrigi 1 w [18]

oo S y. - [a¥ [ (25)

.= 2 ._ 0—
! 1((7i ”/‘ch)2 =1

gdzie gy jest rozwizaniem normalnym zadania (11). Rowéave wzorze (25)
ilustruje mechanizm stabilizacji rozyziania gﬂGCV . Im wicksz wartas¢ przyj-
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muje parametrigcy , tym silniej ograniczone asfluktuacje Wektorag’K‘GCV.
Szczegb6towe omowienie procesu stabilizacji razania gﬂGCV podano w [18].

Poniewa funkcje bazowe{p, (v)} sa ortonormalne w przestrzeni,[0,00),
dla dowolnegoLk (v) postaci (3) zachodzi rowsd

, K-1K-1 w K-1 )
Ixly = X X gkgj_[o pk(V)pj(v)dv = ¥ [gk]
k=0 j=0 k=0

gdzie | O, oznacza normkwadratow w przestrzeniL,[0,0) . Std, poniewa

ok =lgo ... 9k JO]T,otrzymujemy proste oszacowanie
K-1
Lk =k§0 [oe]? =lokI? = [3oF < ok I? (26)

Wygtadzenie rozwizania problemu dyskretnego (11) gwarantujecwiéwno-
czesnie ograniczenie fluktuacji spektrum retardagji (v), w szczegdlnei zape-
whnia ograniczenie fluktuacji wyznaczonego spektrum

K-1
@)= 2 g ml) (27)

Funkcja I:K (v) (27) jest wec przyblizeniem w klasie funkgji (3) rzeczywistego
spektrum retardacji(v) optymalnym w sensie kwadratowego wakiaa jakaci

identyfikacji Qy (gk ) (10) o ograniczonej quktuacliI:K Hl < Hg&' H .

Spektrum I:K (v) (27) stanowi oczywicie jedynie przyblienie spektrum,
ktore mana by uzyskaw klasie funkcji postaci (3), minimalizag wprost (bez
regularyzacji) kwadratowy wskaik jakosci identyfikacji dla pomiaréw doktad-
nych, czyli przyblienie funkciji

LR() =3 i pelv) (28)

gdzie g,'é' jest rozwazaniem normalnym wygiowego zadania najmniejszych
kwadratow (11), jakie uzyskalibsny dla pomiarow bezszumowych. Pa&eny,
ze doktadné¢ aproksymacji zaley zaréwno od zaktode w pomiarach, jak
| wspotczynnika regularyzaciigey -
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Wiasnoéé 3.NiechK =1, N>1i a >0 . Zachodz oszacowania

Ly - LY, < Joteo - ol < Aoy 2+ il (29)
i=10;

gdziezy =[z(t) ... ztn)]".ay=3I,Y0 >0.
Dowod: Poniewa g&' = WN,KJ' Jn, gdzie WN,KJ'oznacza pseudoodwrot§to

Moore’a-Penrose’a [9] macierz§ g , tatwo sprawd, ze

r

2 2 2 172
HgAKGCV — g'}z‘ H Z /]GCV yl < /](ZSC yl < /]G ! |y|3| (30)
| | GCV

:la'i
a std na podstawie nierowgai tréjkata, oszacowania (26) oraz nieréwoio

9% -Jok ]| <ok - ok] < 1 =1

otrzymujemy nagpujacy Ciag 0Szacowa

], =k a8t = L5

czyli nierébwnda¢ (29). O

Na podstawie nierowsoi (29) wektor Wspé#czynnikéwg’K‘GCV dazy do
wektora normalnegogk‘, liniowo ze wzgédu na |jzy|, gdy réwnoczénie
Agcv - 0 i [zy[ - 0. Nierwnde (29) gwarantuje rownie zbieznose
spektrum retardacjly (v) do LY () w kazdym punkcie v ich ciagtosci, gdy
Aocy ~ 01 Jzn] - O.

Z nierdbwndci (29), rowndci we wzorze (30) oraz definicji stalgj wynika,
ze dokladné¢ aproksymaciji rzeczywistego spektrum retardacji zaled
zakitocér w pomiarach funkcji petzania, wat parametrudgcy Oraz wartéci
szczegoblnychoy,...,0, macierzy ¥  , ktore z kolei zaley zarowno od doboru

liczby funkcji bazowychpy(v),... ,pk -1(v), jak i parametruz .
Algorytm identyfikacji spektrum retardacji

1. Przeprowad eksperyment (test peizania [2,17]) i zgrongmbmiary J(t;)
funkcji petzania w chwilach czagy=0,i =1,...,N.
2. Oblicz macierz¥  (9), a nasfpnie wyznacz jej rozkta@vD (14).
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3. Wyznacz funkai Vgey(4) (20), a naspnie wyznacz parametigey
rozwiazujac zadanie optymalizacji (19).
4. Wyznacz macier{K +1)x (K +1) wymiarowy macierz diagonalp

A= diag(]/(af +/‘ch),--- J/(”rz +/‘ch)1]//‘ecv ,]//‘ch)

5. Wyznacz rozwqzanie zregularyzowangflGCV zgodnie ze wzorem

gk =V AVT‘/’N,KT IN

6. Wyznacz spektrum estotliwosci retardacji I:K (v) dane sum funkgcji

Legendre’a (27).
Uwaga 1: RozktadVvD macierzy ¥  jest z numerycznego punktu widzenia
giébwnym etapem algorytmu. Procedu8¢/D sa dostpne w prawie kadym
pakiecie obliczeniowym (npvds(A) i svd(A) w Mathcadzie svd(A) Matlabie).
Uwaga 2: W przedstawionym algorytmie paramegtr O umazliwia zmiarg
skali czasu. Zachodzi napujaca prawidtowéé: im mniejsa wartas¢ przyjmuje
parametr @ tym krotsze s czasy, czyli wiksze cestotliwosci retardacii.
Prawidtowag¢ te ilustruje rysunek 1.
Uwaga 3: Dobieratc parametra optymalnie meemy zagwarantowalepsze
dopasowanie modelu do danych eksperymentalnyclynweelu naley procedue
identyfikacji rozszerz§ o nadrzdny modut odpowiedzialny za dobér najlepszego
parametrua . W praktyce wystarczy jednak zgrubna strategisodolvspotczyn-
nika a bazujca na poréwnaniu dlamdych wartdci stateja uzyskanych ekspery-
mentalnie przebiegéw czasowych funkcji petzadié) oraz kilku pierwszych
elementéw cigu funkcyjnego{g,(t} . W ten sposéb nima take wstpnie
oszacowa liczbe K sktadnikow sumy (3), lub rownovmie (4).

Przyktad numeryczny

Rozwamy materiat lepkospysty, ktorego spektrum retardacji dane jest
rozktadem Gaussa

R

z parametramivy, =1 i p=0.2, podatné¢ natychmiastowalgy =0.2 Pal.
Przebieg funkcji petzaniaJ(t)=J(t)+z(t) z addytywnymi zaki6ceniami
pomiarowymi z(t) o rozkiadzie jednostajnym w przedzialg- 002002
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przedstawia rysunek 2(a). Funkci(t) sprébkowano wN =100 punktach
pomiarowych ze statym okresem probkowanih=0.06. Parametry K =6

i @ =03 zostaty dobrane zgodnie z opisgmowyzej procedus, wspoétczynnik
regularyzacjidecy = 0.11210°. Przebiegi ,rzeczywistego” spektrum retardacii
L(v) oraz jego przyblienia I:K (v) przedstawiono na rysunku 2(b). Normy
Z rozwizania normalnego i zregularyzowanego oraz odpoveesartéci wskaznika
jakaosci identyfikacji s nasgpujace:

6| =1634, ol |=1352, Q(g¥)=11721202 i Q[gie=r )=118110.

0 5 0 1 2 3

Czast Timet s Cxzstotliwos¢ v Frequencyy , ¢t

Rys. 2. Przebieg funkcji petzanial(t;)=J(t;)+z(;) z zakioceniami pomiamymi (a),
Spektrum retardacil () (linia przerywana) i przyhtenie I:K (v) (linia ciagta) (b)

Fig. 2. Creep compliancej(t;)=J(t)+z(t;) corrupted by additive noise (a), Retardation
spectrumL(v) (dash line) and approximatiar), (v) (solid line) (b)

WNIOSKI

1. Przyblizenie funkcji L(v) wielomianem funkcyjnymLy (v) ogranicza
zbiér rozwhzan dopuszczalnych do skozenie wymiarowej podprzestrzeni
Lin{ po, P1.---» Pk -1} O L»(0,0) . W konsekwencji problem identyfikacjiagtego
spektrum retardacji zostat sprowadzony do statygzmlyskretnegale uwarunko-
wanego problemu najmniejszych kwadratéw. Stabilizggo rozwiazania zapew-
nia zastosowanie techniki regularyzacji Tichonosahor wspéitczynnika regulary-
zacji umaliwia efektywna obliczeniowo uogolniona metoda smizania krzyowego.

2. Dobér ortonormalnych funkcji bazowych gwarantuje, wygtadzenie
zregularyzowanego rozgaania tego problemu zapewnia wygtadzenie wyznaczo-
nego spektrum retardacji.
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3. Wybor parametrur oraz liczby K funkcji bazowych zaley zaréwno od
wiedzy apriorycznej o badanym procesie, jak i ddrinacji, ktdoy dysponujemya
posteriori po zgromadzeniu i wgbnej analizie wynikdw eksperymentu. Ostate-
cznie jednak o wyborze konkretnych wadotych parametrow decyduje przede
wszystkim jaké¢ aproksymacji rzeczywistego spektrum retardacji rooiea
wartcscia wskanika jakaci identyfikacii, jak te parametry gwarantyj

4. Zastosowanie funkcji bazowych, dla ktorych catk) (&ne s prostymi
formutami analitycznymi, pozwolito tade, co szczegdlnie istotne w kontele
7le postawionego problemu odwrotnego, untkiledoéw przyblizen kwadratur
numerycznego catkowania, wgptijacych w znanych algorytmach [4,12,15]
wyznaczania aigtego spektrum relaksaciji i retardacji.

DODATEK

Dowdd Twierdzenia. Latwo zauwayé, ze catke ¢, (t) (5) mana przed-
stawi jako r@&nice dwu catek

[ee]

0= pk(V)dv—Z )e™ dv =g (0)-alt) (DD

gdzie funkcjag(t) jest zdefiniowana nagiujaco
@)= [ pe(v)e™” dv (D2)

0
Najpierw pokaemyze catki ¢ (t) dane s nastpujacym wzorem

_k|:|][(2i +Da —t]
@ (t) = J2a(2k +1) =0 , k=01,... (D3)

(2 + Do +1]

nl
i=0

Dowod wzoru (D3) przeprowadzimy metpdndukcji matematycznej. Aby
wykaza stuszné¢ wzoru (D3) dlak =0 i k=1 wystarczy, wykorzystar
réwncéci Ry(x) =1 i R(x) = x [10], wyznaczy catki ¢(t) i ¢(t) na podstawie
wzoru definicyjnego (D2) i sprawdzize s one dane wzorem (D3). Kolejno

@(t) = @Ojo etV gy = Vog @/ |9| [(2i +2)a +1]
0 i=0

(@+t)

i podobnie catkag (t) jest rowna
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At) =voa | [L- 26722 e @&tV dy = Voa (a —t)/[(a +t)(Ex +1)]
0
czyli
at) =2a(2+1) _|i'3|0[(2i +1)a —t] _|f|0[(2i +1)a +1]

Zatézmy teraz,ze rowngé (D3) jest prawdziwa dlgk -1) i k, gdzie k > 1.
Pokaemy, ze wzér (D3) jest prawdziwy rowniedla (k+1) Wykorzystupc
tozsamaé (kK +1)R41(x) = (2k + )x R (x) =k Bc_1(x) [10, wzdr (23,1)] oraz
wzory definicyjne (2) i (D2) otrzymujemy rOwso

(K +D)@41(t) =vV2k +3vV2k +1 g (t) - 2v2k + 3vV2k + L g (t + 20)

_«/2k+3k (t)
k-1 A

czyli rbwnowanie

_ 2k +3V2k +1 o (4 o] K2k +3
#eall) ==y L@l -2 (t+20) Va1 A 09
Poniewa
I(|‘_|][(2i +Da-t-2a]=-(t+a) |:|2[(2i +Da —t]
i=0 i=0
i podobnie

.|E|[(2i +a +t+2a] = 1

i=0 (t + a)
na podstawie wzoru (D3) dla otrzymujemy
At +2a) = - (a +0)22a(2k+1) ‘(@ +Da -] / B2 + 0+
i=0 i=0

__ (a +1)?
2k - Da —t][(2k + 3)a +1] %

:]j;[(zi 1) +1]

(D5)

(t)
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Nastpnie, na podstawie wzoréw (D4) i (D5), uwadhiajac formuk (D3) dla

(k-1) i k, po prostych przeksztatceniach algebraicznyclgyotujemy wzor

(D3) dla(k +1).

Obecnie przejdziemy do wykazania stusamonzoru (6); wykorzystamy wzor
(D1). Na mocy wzoru (D3) dla dowolnedo= 0

k-1
(2 +1)a] J2a(2k+D)
= [oa(k+1) i=0 _Nea(k+1) V2
#(0) = y2a(2k+1) N N ) (b9)
i=0

a std na podstawie wzoréw (D3) oraz (D1) otrzymujensy ki 0

k-1
M2 + Do -]

ST I

i=0

skad po prostych przeksztatceniach natychmiast wynikér (6).

Wzér (8) wynika z (6) dl&k = 0. Aby udowodnt stuszné¢ reguty rekurencyjnej
(7) wystarczy zauwgy¢, ze na podstawie wzoru (D3) dla A&kego k =0
zachodzi zalenos¢ rekurencyjna

V2k +3 [(2k +)a -t]
Vok +1 [(2k +3)a +1t]
Stad, wykorzystujc wzor (D1), otrzymujemy rowrso
2k +3 [(2k +1, 2k +3 |(2k +1)a —t
Benst) = g(0) 2@ ) 23 [ B -
2k +1 [(2k +3)] V2k +1 [(2k +3)a +1]
czyli, wykorzystugc ponownie wzér (D1), mamy
Vok +3 [(2k +1)] V2k +3 [(2k + )a -]
vk +1 [(2k +3)] 2k +1 [(2k + 3)a +1]
a std, poniewa na podstawie wzoru (D3} (0) = @/v 2k +1, otrzymujemy
V2k+3 [(2k+2)a-t] | V2o {1_ (2k +3) [(2k +1)a—t]}
Vok +1 [(2k+3)a+t] 2k +3|  (2k+1) [(2k +3)a +1]
skad po prostych przeksztatceniach algebraicznych kamizor (7). O

A (t) =ac(t) k=01,...

[ (0) - i (1)]

Pra(t) = % (0)

() = P (t)
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APPROXIMATION OF THE RETARDATION SPECTRUM
OF VISCOELASTIC PLANT MATERIALS USING LAGENDRE FUNTIONS

Anna Sankiewicz

Department of Technical Science, University of Aghiure
ul. Doswiadczalna 50A, 20-280 Lublin
e-mail: anna.stankiewicz@ar.lublin.pl

Abstract. The paper deals with the problem of alirecovery of continuous retardation
spectrum of linear viscoelastic materials from digetime noise measurements of creep
compliance obtained in a standard creep experirdentptimal orthogonal scheme of the spectrum
approximation by the finite series of Legendre fiows is presented. Since the problem of
retardation spectrum identification is practically ill-posed problem of reconstructing solution of
Fredholm integral equation of the first kind fromeasured data, Tikhonov regularization with
generalized cross validatio®CV) is used to guarantee the stability of the schetig proved that
the accuracy of the spectrum approximation depbottson measurement noises and regularization
parameter as well as on the proper selection of khsic orthogonal functions. Numerical
calculations on model data are enclosed.

Keywords: viscoelasticity, retardation spectrurenitification algorithm, regularization
Legendre functions



